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Resumen

Esta publicaciéon pertenece al proyecto Plataforma educativa para Andlisis Numéri-
co, realizado con al apoyo del Programa UNAM-DGAPA-PAPIME PE105717.

Se presentan los esquemas mas utilizados para integrar funciones tabulares: el trapezoidal y
los de Simpson que parten del polinomio interpolante de Newton-Gregory que invariablemente
requieren un espaciamiento constante y la Cuadratura Gaussiana que permite integrar cualquier

funcién analitica a través de un algoritmo. Ambos esquemas pueden aplicarse en una amplia

variedad de fenémenos con un manejo muy pertinente de los errores’.

En la exploracion de las técnicas de derivacion numérica quedd de manifiesto la enorme ventaja que
resulta de la aplicacion de los principios de la interpolacién cuando el profesional de la ingenieria se
enfrenta a problema reales donde el fenémeno fisico se manifiesta a través de una funciéon tabular.

En este sentido, de la misma forma en que es posible operar con una funcion tabular sin la necesidad
de obtener primeramente su forma analitica, en este caso se presentarian las herramientas para
integrar dicha funcion; estas requieren de los considerandos basicos del calculo integral y por tratarse
de técnicas numéricas su resultado es el valor del drea bajo la curva de la funcién; en consecuencia,
es indispensable contar con el intervalo de integracién respectivo.

Adicionalmente a las ventajas intrinsecas que ofrecen las aplicaciones numéricas a través de herra-
mientas de cémputo, la integracién numérica permite obtener resultados muy precisos para aquellas
integrales denominadas impropias o para las que, por su complejidad, rebasan a las técnicas analiti-
cas.

Es necesario resaltar que para la buena aplicacién de las herramientas de integracién numérica
deben aplicarse conceptos béasicos de interpolaciéon numérica, tales como el orden de interpolacion
y el orden de error en funcién del paso h, que debe ser constante.

1. Integracion trapecial y Formulas de Simpson

El punto de partida para el desarrollo de las herramientas de integracién numérica, en este caso,
es el polinomio interpolante de Newton-Gregory expresado en la ecuacién (1) y que se aplica a una
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funcién tabular equiespaciada.

k(k—1)
5]

Donde h = cte y k = #5550, Se plantea entonces obtener:

k(k —1)(k — 2)
31

f(@) = yo + kAyo + Alyo + Alyo + ... (1)

/x f(@) do (2)

Dado que el polinomio interpolante de la ecuacién (1) representa de buena manera a la funcién
analitica f(x) es véalida la siguiente igualdad:

k(k —1)(k —2)

) Adyo + ...) dx (3)

Fn Zn k(k—1
/ f(x)dx = / (yo + kAyo + 7( 51 )AZyo +
xo o :

Para proceder a su solucién es necesario realizar un cambio de variable de = a k de la siguiente
forma;:

Si k = -0 entonces:

s Siz=29 = k=0

= Siz =2, = k = n que representa el nimero de pares de puntos que conforman la
funcién tabular.

k=L —  dy=hdk

Incluyendo estas consideraciones en la ecuacién (3):

Tn " k(k—1 k(k—1)(k—2
[ t@rde = [ e+ ST a4 HEEDEED a0 4 ghas )
20 ! !
Integrando:
Tn k,2 k3 k,2 5 k‘4 3]{33 2]{32 5 n
/:ro f(@)dz =h [kyo+2Ay0+ <6_4>A Yo + (24_18_12>A yO-i-...)]O

Valuando sus limites:

on n? nd  n?\ o nt  3nd 2n?\
/mo f(z)dz =h [nyo+2Ayo+ (6_4>A Yo + <24_18—12>A y0+...)] (5)

La ecuacién (5) representa la integral de la funcién tabular equiespaciada f(z) con n puntos. A partir
de ella es posible obtener diferentes 6rdenes de integraciéon de acuerdo al orden de interpolacién
utilizado (figura 1).
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Xg X1 Xz X3 X4 Xs Xg x; Xg X Xp_2 Xp_q1 *n

h h = cte

Figura 1: Secciones de la funcién tabular con espaciamiento constante

1.1. Primer orden de interpolacién

Si la ecuacién (5) se limita la férmula a la primera diferencia, es decir, a un primer orden de
interpolacién.

/x : flz)dz = h [nyo + n;Ayo] (6)

Este truncamiento implica un problema de coherencia con el planteamiento de la integral del miem-
bro izquierdo de esta tltima ecuacién. La integral de la funcién f(z) estd planteada en el intervalo
[0, 2] v en el miembro derecho el resultado esté forzado a incluir los puntos (zo,v0) vy (z1,y1)
por efectos del truncamiento a la primera diferencia. Dado lo anterior, deben ajustarse los limites
de la integral del miembro izquierdo. Si se integra del punto (zo,yo) al (z1,y1) implica que n = 1.
Ajustando la ecuacién y sustituyendo el valor de la diferencia (figura 2):

Esquema de integracion trapezoidal

Xo Xy Xz X3 X4 Xg X6 X7 Xg  Xg Xn-z Xp-1 *n

h h=cte

Figura 2: Tramos de una seccién en la integracién trapezoidal
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[ s@rds =n [+ you)

0

[ s = i+ a0 - )]

zo

| t@de =5 o+

Debe percibirse que, para obtener la integral en todo el intervalo [zg, z,] debe aplicarse la tultima
férmula entre todos los pares de puntos y después hacer la suma de todos los resultados:

| t@de =5 v

| t@de =5 b

/xn f(x)dr = g [Yn—1 + yn

Sumando las integrales para cada intervalo parcial:

Tn h
flz)dr = 3 o+vi+yi+ye+y2+ys+ ..+ yno1+ yn
zo

En forma simplificada:

Tn h
/xo flx)dx = 3 [yo +yn+2 Z(Testo de ordenadas)] (7)

La ecuacién (7) se le conoce como Fdrmula trapecial y representa un primer orden de interpolacién
y tiene un esquema de error de O(h?).

1.2. Segundo orden de interpolacién

Si la ecuacién (5) se limita la férmula a la segunda diferencia, es decir, a un segundo orden de
interpolacién.

Tn 2 3 2
/ f(z)dz =h [nyo + %Ayo + <"6 — 71) A2y0:| (8)
o
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En este caso, al incluir en el planteamiento de la solucién de la integral a la segunda diferencia se
consideran a los puntos (zg,v0), (1,y1) ¥ (2,¥2), que de nuevo no es coherente con la integral
de la funcién f(z) en el miembro izquierdo, que estd planteada en el intervalo [z, x,|. De nuevo
deberd hacerse el ajuste respectivo lo que implica que se integrara parcialmente entre tres puntos
que representan dos segmentos de area. En consecuencia, al hacer la suma de las areas parciales

serd condicion necesaria que el nimero n de puntos que conforman la funcion tabular sea maltiplo
de dos (figura 3).

Esquema de integracion Simpson%

fx)

Xe X7 Xg Xg Xp_p Xp—q *n

h h=cte nespar
—
Tramos de dos secciones

Figura 3: Tramos de dos secciones

En el ajuste de la ecuacién (8), si se integra del punto (zg,y0) al (x2,y2) implica que n = 2.
Ajustando la ecuacién y sustituyendo el valor de la diferencia:

[ r@a = [Qyo 20y + (;) A2yo]

/:2 f(x)dz =h [2y0 +2(y1 —yo) + <;> (y2 — 2y1 + yo)]

0

To h
/ f(z)dx =3 (Yo + 4y1 + yo]
T

Recorriendo los intervalos de integracién:

x4 h

/ flx)dx = 3 [y2 + 4y3 + y4]
Z2
6 h

[ f@rde =5ty s
x4

T h
/ f(z)dr = 3 [Yn—2 + 4yn—1 + yn]
Tn—2

Sumando las integrales para cada intervalo parcial:
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h

Tn
/ f(z)dr = 3 Wo+4y1 +y2+y2 +4ys +ya + ... + Yn—2 + 4Yn—1 + Yl
o

Tn h ordenadas de ordenadas de
dr = = 2 4 9
/zo J(x)du 3 [yo +on Z ( orden par ) * Z <orden impar)} ©)
La ecuacién (9) se conoce como Fdrmula de integracion de Simpsoni que tiene condicién que
3

el nimero n de puntos que conforman la funcién tabular sea par; presenta un segundo orden de
interpolacién y un esquema de error de O(h?).

1.3. Tercer orden de interpolacion

Si la ecuacién (5) se limita la férmula a la tercer diferencia, es decir, a un tercer orden de interpo-
lacién.

T 2 3 2 4 3 2

[ e = o+ awes (=) Atk (5 - T - T ) %] (o)
0 2 6 4

De nuevo se presenta la situacién en que al considerar a la tercer diferencia se utiliza a los puntos

(xo,Y0), (x1,y1), (x2,y2) v (3,y3). De nuevo deberdn ajustarse los limites de la integral parcial y

de nuevo hacer la suma de ellas para abarcar todo el intervalo [zg,x,]. Al integrar parcialmente en

tres puntos se tiene como condicién que n sea multiplo de tres (figura 4).

Esquema de integracion Simpson 2

f(x)

Xo X4 Xz X3 X4 Xg Xg X7 Xg X9 Xp-2 Xp—1 *n

h h=cte nesmiltiplode3

Tramos de tres secciones

Figura 4: Tramos de tres secciones

En el ajuste de la ecuacién (10), si se integra del punto (xg,y0) al (z3,ys) implica que n = 3.
Ajustando la ecuacién y sustituyendo el valor de la diferencia:

@3 9 27 9 81 27 9
dr =h ZA L) A S X
/xo f(z)dx [3y0+2 yo+<6 4) ?/0+<24 18+6> yo}

3 3h
f(z)dr = 3 [yo + 3y1 + 3y2 + y3]
zo
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Recorriendo los intervalos de integracién:

/ f(x [ys + 3y + 3ys + v

/ f(x [yﬁ + 3y7 + 3ys + Yo

Tn 3h
/ f(z)dr = ) [Yn—3 + 3Yn—2 + 3Yn—1 + Yn]

n—3

Sumando las integrales para cada intervalo parcial:

/ f(x [yo+3y1+3y2+ys+y3+3y4+3y5+y6+ 4 Yn—3 + 3Yn—2 + 3Yn—1 + Yn)

o 3h ordenadas de orden restode
doe = — 2 3 11
/xo f(x) du 8 {yo +n t Z < multiplo detres ) + Z <07’denadas)] (11)
La ecuacién (11) se conoce como Féormula de integracion de Simpsons que tiene como condicién

que el nimero n de puntos que conforman la funcién tabular sea mauiltiplo de tres; representa un
tercer orden de interpolacién y un esquema de error de O(h%).

Consideraciones generales

= Resulta muy importante determinar claramente el valor de n que representa el niimero de
pares de puntos que forman la funcién tabular. Si se observan las consideraciones iniciales
de estos desarrollos, el primer punto de la funcién tabular es (xo,y0) y el ultimo es (xy, yn).
Este valor de n deberd ser par para aplicar Simpsoni o miltiplo de tres para Simpsons o de
cualquier valor para la férmula trapecial. ’ ’

= Cuando se hace referencia a ordenadas de orden par o términos similares no se refiere al valor
en si mismo de la ordenada, sino de su posicién en la funcién tabular. Por lo anterior, es muy
pertinente numerar las ordenadas.

= En el uso de las ordenadas en cualquiera de las formulas es necesario recalcar que ninguna
ordenada podra utilizarse mas de una vez en la misma férmula.

= La notacién convencional para la regla trapezoidal es: Ar.
= La notacién convencional para la férmula de Simpsoni es: A1.
3 3

= La notacién convencional para la férmula de Simpsons es: As.
8 8
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= Atendiendo el orden del error de cada férmula, en el 4nimo de reducirlo, deberd priorizarse su
uso en este orden: Az, A1 y al ultimo Ar.
8 3

= En el supuesto de que una funcién tabular posea un niimero n que no sea ni par ni multiplo
de tres pueden utilizarse las formulas en combinacién siguiendo un orden que contemple las
prioridades citada, haciendo incapié en que los intervalos de integracion de las férmulas deben
ser continuos, es decir, no se debe interrumpir el intervalo de integracién. Se propone evitar
el uso de A7 a menos que sea indispensable.

1.4. Ejemplo de aplicacién

1. El cuadro 1 muestra el desplazamiento de un mévil que parte del reposo; sus observaciones
son la velocidad del movil en distintos instantes. Calcule el desplazamiento del moévil en cada
uno de los instantes citados en la tabla.

Cuadro 1: Desplazamiento de un mévil

tls] | V[T
0 0
60 | 0,0824

120 | 0,2474

180 | 0,6502

240 | 1,3851

300 | 3,2229

En forma general, el desplazamiento .S de un movil se obtiene por la ecuacién:

~ tr
S= [ Vat (12)
to

Por otra parte, en la seleccion de los puntos de la funcién tabular se sugiere numerarlos para
evitar cualquier error involuntario en su uso, iniciando en 0 y concluyendo en n.

Cuadro 2: Numeracién de los puntos

i | t[s] | V]2
0 0 0

1] 60 | 0,0824
21| 120 | 0,2474
31| 180 | 0,6502
4 || 240 | 1,3851
5| 300 | 3,2229
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= Desplazamiento a los 60 s: Por tratarse de el area entre dos puntos solo puede utilizarse

ATZ

. 60 . h
Si—60s = / Vdt = 5 [yo + y1]
0

. 60 60
St=60s = / Vdt = 5 [0+ 0,0824] =2,472m
0

= Desplazamiento a los 120 s: Dado que la integracién se hace desde xg a x5 entonces n = 2
y puede utilizarse Ai:
3

. 120 60
Si—120s = f(z)dr = 3 [yo + y2 + 2(0) + 4y1]
0
= 120 60
Si1o0s = f(a)de = 2 [0+0,2747 + 2(0) + 4(0,0824)] = 12,086 m

0

= Desplazamiento a los 180 s: dado que la integracién se hace desde zg a x3 entonces n = 3
y puede utilizarse As:
8

. 180 3h
Si—180s = f(z)dx = = [yo + y3 +2(0) + 3(y1 + y2)]
0
. 180 3.60
Si—180s = flx)dx = 5 [0+ 0,6502 + 2(0) + 3(0,0824 + 0,2747)] = 38,7338 m

0

= Desplazamiento a los 240 s: Dado que la integracién se hace desde xg a x4 entonces n = 4
y puede utilizarse A1:
3

i, 240 60
St=240s = / f(xz)dx = 3 [yo + ya + 2y2 + 4(y1 + y3)]
0

60

= = [0+ 1.3851 + 2(0.2747) + 4(0,0824 + 0,6502)] = 97.298m

. 240
St=240s = / f(z)dx
0
= Desplazamiento a los 300s: Dado que la integracién se hace desde zy a x5 entonces
n = 5. Se propone hacer dos integrales parciales y después la suma de ambas: de xg a x3
utilizando A3z y de z3 a x5 utilizando A:.
8 3

. 180 300
St=300s = (z)dx + f(z) dx
0 180
La primera integral ya fue calculada y su valor fue gtzlgos = 38,7338 m. La segunda
integral se calcula como:

300 60
| p@yde =5 et v+ 20 + g
180

Es pertinente comentar que en este intervalo la ordenada gy de la férmula equivale a la
ordenada y3 de la tabla, y1 a y5 ¥y yn a ys4
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300
60
/ fla)da = = [0,6502 + 3,222 + 2(0) + 4(1,3851)] = 188,270
180

Sumando los resultados parciales

180 300
Si—s00s = / fz)dz + / fz)de = 38,7338 + 188,27 = 217,0038 m
0 180

El resultado total se expresa también como funcién tabular:

Cuadro 3: Resultado

tls] | S[m]

0 0

60 | 12,0860
120 | 38,7338
180 | 97,2980
240 | 188,2700
300 | 217,0038

2. Calcular numéricamente el valor de la integral:

1 1
/ / (332 + yz) dy dx
0 0

Para resolver esta integral se procede de manera similar que cuando se utiliza la integracién
analitica: primero se debera integrar con respecto a una variable dejando a la otra constante
y después integrar a esta ultima. La solucién numérica consiste en convertir a la funcién
por integrar en una funcién tabular equiespaciada con un n equiespaciado; para motivos de
simplicidad en la solucién se propone un h = 0,1 lo que origina n = 10.

Integrando con respecto a y de acuerdo al cuadro 4:

Ar = %[22 + (1,00 + 22) + 4[(0,01 + 22) + (0,09 + 22) + (0,25 + 22) + (0,49 + 2?)+

1
3 3

(0,81 + 22)] + 2[(0,04 + 22) + 0,16 + 22) + (0,36 + 22) + (0,64 + 22)] = 0,33333 + 3°

Integrando con respecto a x de acuerdo al cuadro 5:

Ar = %10,33333 + 1,33333 + 4[0,34333 + 0,42333 + 0,58333 + 0,82333 + 1,14333]

3
+2[0,37333 + 0,49333 4 0,69333 + 0,97333] = 0,66666

=

2. Cuadratura Gaussiana

Los esquemas de integracién basados en polinomios interpolantes estan fundamentados en funciones
tabulares con espaciamiento constante cuyo error depende justo del tamafio de h; cuando el paso es
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Cuadro 4: Integracién con respecto a y

Y | flz,y)

0,0 | 0,00 4 22
0,1 | 0,01 4 22
0,2 | 0,04 + 22
0,3 | 0,09 + 22
0,4 | 0,16 4 22
0,5 | 0,25 + z2
0,6 | 0,36 + 22
0,7 | 0,49 + 22
0,8 | 0,64 + 22
0,9 | 0,81 4 22
1,0 | 1,00 + 22

Cuadro 5: Integracién con respecto a x

X | f(z,y)
0,0 | 0,00000
0,1 | 0,34333
0,2 | 0,37333
0,3 | 0,42333
0,4 | 0,49333
0,5 | 0,58333
0,6 | 0,69333
0,7 | 0,82333
0,8 | 0,97333
0,9 | 1,14333
1,0 | 1,33333

lo mas pequeno posible, el error se minimiza. La Cuadratura Gaussiana es un esquema que permite
integrar una funcién analitica sin utilizar ningin paso. Se parte de un esquema de la siguiente forma:

b n
[ f@de = S Wif @) (13)
a i=1

Donde:

= W, son coeficientes arbitrarios

7 € [a,b]

Este esquema implica que se deben elegirse 2n pardmetros para resolver la integral; estos 2n parame-
tros representan un polinomio de grado maximo 2n — 1.
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Para el caso mas sencillo, con n = 2, se hara una simplificacién que se corregird mas adelante y que
consiste en tomar como intervalo de integracién [—1,1].

1 2
/_1 f(z)dz = Z Wif(xi) = Wif(x1) + Waf(x2) (14)

=1

La ecuacién (14) corresponde a la integraciéon de un polinomio de grado méximo 2n — 1 = 3. Los
posibles polinomios de grado tres son:

L f() =1
1
/dx:a;|1_1:1—(—1):2 (15)
1
2. f(z) ==
1 2
T4 1 1
dr="|' =--(5)= !
[ ate= Gl =50 (16)
3. fz)=a?
1 3
o, ady 1 1. 2
d = — = — — (=) = = 1
/1”3 r=3l=3-G)=3 (17)
4. f(z) =2
1 4
dx = =-—(7) = !
| ate= T == =0 (18)
f(x) f=1 f(x) fl)=x
= P
Figura 5: f(z) =1 Figura 6: f(z) =«

f(x) ) =2

15 1 05 o 05 1 15 15

Figura 7: f(z) = 22 Figura 8: f(z) = 23
Resolviendo (14) para cada uno de los cuatro casos:

Para f(z) = 23 fil 3dr = Whiz$ + Waz3 =0
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Para f(z) = 22 fil z?dr = Wiz + Woa3 = 2
Para f(z) = x fil 23dx = Wiz, + Waze =0
Para f(z) =1 f_ll 3de =Wy + Wy =2

Los resultados conforman un sistema de cuatro ecuaciones:

Whia$ + Wazs =0

2 2 2
Wll’l + WQZ’Q = §
Wix1 + Waxe =0

Wi+ Wy =2

Multiplicando (21) por 27 y restando (19):

22(Whzy + Warg) =0
Wizt + Wez?X? =0
Wiz + Waalag — (Wias + Wazd) =0
sz%ﬂfg —Wazo =0
Wg(x%xg - x%) =0

ngg(a;% — :z:%) =0
(Wo)(x2) (1 + 22)(z1 — 22) = 0

La ecuacién (23) se satisface si:

1. Wo =0
2. z9=0
3. x9 =11
4. x9 = —x1

El niimero 4 es el tnico que proporciona un resultado no trivial. Sustituyéndolo en (21):

Wiz1 + Woxg =0
Wl(—l‘z) + Wg(a?g) =0
iL'Q(—Wl + WQ) =0

13
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Wi+ Wy =0 (24)
Resolviendo (24) con (22) como ecuaciones simulténeas:
Wi+ Wa=0
Wi+ Wy =2
Cuyo resultado es:
Wi=1 Wo=1 (25)

Retomando la solucién 4 de la ecuacién (23) y este tltimo resultado (25), se sustituyen en la ecuacién

(20):
Wi(—z2)? + Wa(x2)? = 2

23(Wh + Wa) = %
272 = %
=1

To =+ % = +0,5773

En resumen:
(26)

Wi=1 =z =-0,5773
Wy=1 x9=0,5773
Sustituyendo estos resultados en la solucién planteada en la ecuacién (14):
1
/_ fla)do = F(-05T73) + FO.57T3 (27)

Resta generalizar la solucién para cualquier intervalo de integracién [a,b] a través de una interpo-

lacion lineal:

Sea:
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Figura 9: Cambio de limites de integracién

t—ty = 220 (x —2)

t—(-1) =50 @ )

t+1=2(x—a)

_ 2z—2a
t=5=" 1

t = 2x—2a—b+a
- b—a

_ 2x—a—b
t= b—a

Despejando x:

tb—a)+a+b

8
I

Para la diferencial ‘Cil—f:

dﬁ b—a

a2

_b—a

d
T

dt

15

(29)

El esquema general para la Cuadratura Gaussiana de la ecuacién (13) con los resultados (28) y (19):

[ stwan= [ [Hm et [ooa] g b;agw(“)

(30)



Analisis numérico 16

2.1. Ejemplo de aplicacién

Resolver:

1,5 ,
/ e Tdx
1

Cambiando los limites de integracién: a =1, b= 1,5

(b—a)t+a+b (15-1t+14+15 05t+25
2 - 2 N 2

€Tr =

b—a 15-1

1
2 2 4

Para n = 2, es decir, el esquema mostrado en la ecuacién (27):

1

1,5 1 5642,
/ e dy = 4/ =52 e = Wi f (1) + Waf(a2)
1 -1

1,5 5 1 _(0,5(70,577:«;)+2,5)2 _(0,5(0,5773)+2,5)2
/ e dy = - [(1)6 2 + (e 2 — 0,1094003
1

A modo de comparacién, a través de los esquemas de integraciéon numérica, el valor de la integral
obtenido es: I = 0,1093643.

La figura 10 muestra una lista de coeficientes y ponderaciones para resolver integrales definidas con
la Cuadratura Gaussiana.

3. Conclusiones

A la luz de los resultados obtenidos particularmente en el segundo ejercicio es posible afirmar
que cualquier integral puede resolverse por estos métodos, ya sea propia o impropia, con la tnica
condicion de que el resultado deseado sea el drea bajo la curva.

Esto abre expectativas muy alentadoras para evitar el obstéaculo que pueda llegar a representar una
integral muy complicada de resolver de forma analitica.

Notas

Las figuras y graficas incluidas en este trabajo fueron elaboradas por los autores
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Figura 10: Coeficientes y ponderaciones de la Cuadratura Gaussiana
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